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Resumo
A difrac¸a˜o e´ um fenoˆmeno caracterizado pelo alargamento gradativo de feixes ou pulsos
durante sua propagac¸a˜o. Este efeito e´ responsa´vel por limitar a aplicac¸a˜o de feixes ou
pulsos onde quer que haja a necessidade da manutenc¸a˜o de suas localizac¸o˜es transversais.
Existe pore´m, uma classe de ondas chamadas Ondas Na˜o Difrativas ou Ondas Localizadas,
que sa˜o capazes de resistir a` difrac¸a˜o por longas distaˆncias.
Neste trabalho, descreveremos primeiramente a reflexa˜o e transmissa˜o de um feixe
de Bessel-Gauss normalmente incidente em uma interface plana que separa dois meios
diele´tricos na˜o absorventes. Em seguida, apresentamos um me´todo original baseado na
superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss para obter uma onda na˜o difrativa conhecida como
Frozen Wave, cujo padra˜o de intensidade longitudinal pode ser modelado de forma ar-
bitra´ria, mesmo apo´s percorrer um meio diele´trico estratificado.
Palavras Chave: Difrac¸a˜o, Me´todo Frozen Waves, Diele´tricos.
Abstract
Diffraction is a phenomenon characterized by the gradual spatial broadening of beams
or pulses during their propagation. This effect is responsible for limiting the application
of beams or pulses wherever there is a need for the maintenance of their transverse fi-
eld concentration. There is however, a class of waves called Non-Diffracting Waves or
Localized Waves, which are capable of resisting diffraction for long distances.
In this work, we will first describe the reflection and transmission of a Bessel-Gauss
beam normally incident on a flat interface that separates two dielectric and non-absorbent
media. Afterwards, we present an original method based on Bessel-Gauss beams super-
position to obtain a non-diffracting wave known as Frozen Wave, whose longitudinal
intensity pattern can be arbitrarily shaped, even after crossing a stratified dielectric me-
dium.
Keywords: Diffraction, Frozen Waves Method, Dielectric.
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91 Introduc¸a˜o
Feixes e pulsos sa˜o formados pela superposic¸a˜o de ondas que se propagam em diferen-
tes direc¸o˜es, resultando em um alargamento dos mesmos durante sua propagac¸a˜o. Este
fenoˆmeno e´ conhecido como difrac¸a˜o e e´ responsa´vel por limitar a aplicac¸a˜o de feixes e pul-
sos onde houver a necessidade da conservac¸a˜o de suas localizac¸o˜es transversais, como por
exemplo, em sistemas de comunicac¸o˜es o´pticas, imagens o´pticas e pinc¸as o´pticas [4,15].
Existe pore´m, uma classe de ondas capazes de resistir a` difrac¸a˜o mesmo apo´s se pro-
pagarem por longas distaˆncias, conhecidas como Ondas Na˜o Difrativas ou Ondas Locali-
zadas. Inicialmente, acreditava-se que apenas as ondas planas podiam resistir a` difrac¸a˜o,
mas como mostrado por Stratton em 1941 [13], existe uma onda representada transver-
salmente por uma func¸a˜o de Bessel que e´ resistente a` difrac¸a˜o, conhecida como feixe de
Bessel. Este feixe e´ constitu´ıdo pela superposic¸a˜o de ondas planas cujos vetores de onda
esta˜o localizados na superf´ıcie de um cone caracterizado por um aˆngulo θ chamado de
aˆngulo de a´xicon ou aˆngulo de cone. Tanto as ondas planas quanto os feixes de Bessel, ne-
cessitam de uma quantidade infinita de energia para serem produzidos, impossibilitando
sua existeˆncia. Foi apenas em 1987 [11], que Durnin e outros geraram um feixe de Bessel
truncado por uma abertura de raio R que foi capaz de viajar uma distaˆncia considera´vel,
mantendo sua intensidade praticamente inalterada [4,11]. Uma outra alternativa e´ o feixe
de Bessel-Gauss, que e´ um feixe de Bessel apodizado por uma gaussiana.
Como as Ondas Localizadas constituem um conjunto completo e ortogonal de func¸o˜es,
qualquer superposic¸a˜o delas tambe´m e´ uma soluc¸a˜o. Sendo assim, considerando um feixe
de Bessel-Gauss normalmente incidente em uma interface plana que separa dois meios
diele´tricos na˜o absorventes, obtivemos, atrave´s da superposic¸a˜o de feixes de Bessel, ex-
presso˜es anal´ıticas e aproximadas para os feixes refletido e transmitido. Em seguida, no´s
desenvolvemos um me´todo baseado na superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss para obter
uma onda na˜o difrativa conhecida como Frozen Wave [8], cujo padra˜o de intensidade
longitudinal pode ser modelado de forma arbitra´ria, tanto no caso do feixe transmitido
ao segundo meio quanto apo´s o feixe atravessar um meio diele´trico estratificado.
Tambe´m e´ importante mencionar que quando Frozen Waves sa˜o constru´ıdas atrave´s de
um me´todo que superpo˜e feixes de Bessel, as soluc¸o˜es ale´m de anal´ıticas, sa˜o exatas [7,10].
Logo, as Frozen Waves constru´ıdas pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss (nosso
me´todo), foram comparadas a todo instante com aquelas produzidas pela superposic¸a˜o
de feixes de Bessel, para validar nossos resultados.
2 Fundamentos Teo´ricos
2.1 Ondas
De modo geral, uma onda e´ uma perturbac¸a˜o que se propaga de um ponto a outro de
um meio, sendo que esta propagac¸a˜o, ocorre sem que haja transporte direto de mate´ria








onde z e´ a direc¸a˜o de propagac¸a˜o da onda e v e´ a velocidade de fase da onda, ao adotar
como positivo o sentido de propagac¸a˜o, a equac¸a˜o:
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ψ(z, t) = A exp[i(kz − ωt)] (2.2)
satisfaz (2.1), onde A e´ a amplitude da onda e v = ω/k. Como esta soluc¸a˜o e´ complexa,
sua parte real e´ que representa a onda de fato.
2.2 Ondas Eletromagne´ticas
Em seu trabalho de 1864, intitulado “Uma Teoria Dinaˆmica do Campo Eletromagne´tico”
[2], Maxwell publica as equac¸o˜es que levam seu nome, que no va´cuo (e usando a a´lgebra
de Gibbs-Heaviside) sa˜o dadas por:
∇× E = −∂B
∂t
(2.3)
∇×B = µ0J + µ0ε0∂E
∂t
(2.4)
∇ · E = ρ
ε0
(2.5)
∇ ·B = 0 (2.6)
Ao aplicar o rotacional na Eq. (2.3) obtemos:
∇×∇× E = − ∂
∂t
(∇×B) (2.7)
e, usando a propriedade:
∇×∇× F = ∇(∇ · F)−∇2F (2.8)











E(r, t) = E0 exp[i(k · r− ωt)] (2.11)
B(r, t) = B0 exp[i(k · r− ωt)] (2.12)
onde v = ω/k, satisfazem as Eqs. (2.9) e (2.10). Comparando as Eqs. (2.9) e (2.10) com




= 2, 99792× 108m/s (2.13)
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que e´ o mesmo valor da velocidade da luz no va´cuo. Foi desta forma que Maxwell inferiu









Ao levar este resultado na equac¸a˜o de onda, podemos perceber que:
∇ ≡ ik (2.16)
e substituindo este resultado nas Eqs. (2.5) e (2.6), lembrando que ρ = 0, temos:
ik · E = 0 (2.17)
ik ·B = 0 (2.18)
portanto, E e B sa˜o perpendiculares a` direc¸a˜o de propagac¸a˜o da onda. Ao substituir





ou seja, E e B tambe´m sa˜o perpendiculares entre si. Um exemplo simples destes campos
e´:
E(z, t) = E0 exp[i(kz − ωt)]x̂ (2.20)
B(z, t) = B0 exp[i(kz − ωt)]ŷ (2.21)
que sa˜o conhecidas como ondas planas, devido a` uniformidade dos campos sobre planos
perpendiculares a` direc¸a˜o de propagac¸a˜o da onda. Estes campos esta˜o representados na
Figura 1.
Figura 1: Representac¸a˜o de uma onda eletromagne´tica plana.
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2.3 Difrac¸a˜o
A difrac¸a˜o e´ um fenoˆmeno caracterizado pelo alargamento gradual de feixes e pulsos
ao se propagarem. Este efeito foi descrito por Francesco Maria Grimaldi em um livro
publicado em 1665 [3], onde ele observa que quando a luz atravessa um pequeno orif´ıcio e
e´ observada em um anteparo suficientemente distante, ao contra´rio de um disco homogeˆneo
do tamanho do orif´ıcio, surge um disco formado por franjas claras e escuras e de tamanho
maior ao do orif´ıcio.
Em 1678 [3], Christiaan Huygens baseado em sua teoria ondulato´ria da luz, formula
o princ´ıpio (que leva seu nome) de que cada ponto de uma frente de onda comporta-se
como uma fonte de novas ondas, denominadas ondas secunda´rias, e que a frente de onda
posterior, e´ a envolto´ria destas ondas secunda´rias. Adiante, em 1801 [3], Thomas Young
visando demonstrar a natureza ondulato´ria da luz, realizou seu famoso experimento da
fenda dupla, onde descreve os efeitos de interfereˆncia.
Em 1818 [5], o fenoˆmeno da interfereˆncia foi combinado ao Princ´ıpio de Huygens por
Augustin Fresnel, originando o Princ´ıpio de Huygens-Fresnel, propondo que as ondas
secunda´rias provenientes de cada ponto de uma frente de onda sa˜o coerentes, e que a
frente de onda posterior resulta da interfereˆncia das ondas secunda´rias.
2.4 Ondas Na˜o Difrativas
2.4.1 Equac¸a˜o de Onda
Primeiramente, e´ importante mencionar que a abordagem adotada neste trabalho e´
a escalar. Assim sendo, os feixes ira˜o representar uma das componentes transversais do
campo ele´trico, sendo este, linearmente polarizado. Desta forma, a equac¸a˜o de onda em















ψ(x, y, z, t) = 0 (2.22)
















ψ(ρ, z, t) = 0 (2.23)
As soluc¸o˜es da Eq. (2.23) podem ser obtidas atrave´s de uma transformada de Hankel
(Fourier-Bessel) em relac¸a˜o a` varia´vel ρ, e tambe´m atrave´s de duas transformadas de
Fourier em relac¸a˜o a`s varia´veis z e t conforme abaixo:








ikzze−iωtψ¯(kρ, kz, ω)dkzdωdkρ (2.24)
onde J0(kρρ) e´ uma func¸a˜o de Bessel de ordem zero e ψ¯(kρ, kz, ω) e´ a transformada de




que e´ uma condic¸a˜o necessa´ria para que a Eq. (2.24) seja soluc¸a˜o da Eq. (2.23). Levando a
Eq. (2.25) na Eq. (2.24) e considerando apenas valores de kρ ≤ k, de modo a desconsiderar
as ondas evanescentes, esta pode ser reescrita como:
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que e´ uma onda que se propaga no sentido positivo, e S(kρ, ω) e´ conhecida como func¸a˜o
espectral.
2.4.2 Feixe Gaussiano
O feixe gaussiano e´ um feixe formado por uma superposic¸a˜o de ondas planas de mesma
frequeˆncia, cujos vetores de onda esta˜o distribu´ıdos ao redor do eixo de propagac¸a˜o e cujas
amplitudes sa˜o moduladas por uma gaussiana conforme a Figura 2:
Figura 2: Distribuic¸a˜o dos vetores de onda em um feixe gaussiano [4].
A func¸a˜o espectral que corresponde a este feixe e´ dada por:




δ(ω − ω0) (2.27)
onde a e´ uma constante positiva relacionada a abertura da gaussiana. Enta˜o, ao levar a
Eq. (2.27) na Eq. (2.26), temos:










onde k0 = ω0/c. Esta e´ uma integral que na˜o possui (ate´ onde sabemos) soluc¸a˜o anal´ıtica.
Pore´m, e´ poss´ıvel realizar aproximac¸o˜es que possibilitara˜o o seu ca´lculo. Considerando
uma func¸a˜o espectral muito concentrada ao redor de kρ = 0, (regime paraxial) de forma
que:
∆kρ << k0 (2.29)
podemos realizar a seguinte expansa˜o em se´rie de Taylor:√




e tambe´m estender o limite da integral (2.28) de k0 para ∞, pois devido a` grande con-
centrac¸a˜o de S(kρ, ω) ao redor de kρ = 0 , a contribuic¸a˜o da integral considerando valores
maiores do que k0 e´ insignificante . Portanto, a Eq. (2.28) torna-se:
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ψGauss(ρ, z, t) =
2a2 exp[−ρ2/4(a2 + iz/2k0)]
2[a2 + iz/2k0]
eik0(z−ct) (2.33)
Uma caracter´ıstica deste feixe, e´ que o mesmo tem sua largura inicial ∆ρ0 = 2a






que e´ chamada de comprimento de difrac¸a˜o. Desta expressa˜o e´ poss´ıvel observar que
quanto mais concentrado for o feixe, mais ra´pido ele se degradara´ ao se propagar.
Figura 3: Padra˜o de intensidade de um feixe gaussiano com λ = 632, 8 nm e largura inicial
∆ρ0 = 50 µm.
2.4.3 Feixe de Bessel
O feixe de Bessel e´ um feixe na˜o difrativo formado pela superposic¸a˜o de ondas planas
cujos vetores de onda esta˜o localizados na superf´ıcie de um cone, caracterizado por um
aˆngulo conhecido como aˆngulo de a´xicon ou aˆngulo de cone, dado por θ conforme a Figura
4:
15
Figura 4: Representac¸a˜o do cone. [4]
Neste caso, a func¸a˜o espectral e´ dada por:
S(kρ, ω) =
δ[kρ − (ω/c) sin(θ)]
kρ
δ(ω − ω0) (2.35)
e ao levar a Eq. (2.35) na Eq. (2.26) obtemos:
ψBessel(ρ, z, t) = J0(kρρ)e
ikzze−iω0t (2.36)
onde kρ = (ω0/c) sin θ e kz = (ω0/c) cos θ.
Este e´ um feixe cujo campo e´ representado transversalmente por uma func¸a˜o de Bessel
e pode-se observar que como J0(kρρ) na˜o depende de z, este feixe na˜o sofre difrac¸a˜o ao se
propagar. Considerando que o primeiro zero da func¸a˜o de Bessel define o raio do spot do
feixe, temos que:




onde ∆ρ e´ o raio do spot.
Figura 5: Padra˜o de intensidade de um feixe de Bessel com λ = 632, 8 nm e θ = 0, 001
rad.
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Como a func¸a˜o de Bessel na˜o e´ quadraticamente integra´vel, isto resulta em um fluxo
de energia infinito (usamos por simplicidade o termo energia infinita), portanto uma alter-
nativa e´ considerar feixes de Bessel truncados, ou seja, constru´ıdos a partir de aberturas
finitas. Estes feixes mesmo sendo limitados, possuem ainda grande resisteˆncia a` difrac¸a˜o
por longas distaˆncias. Chama-se de profundidade de campo Zmax a distaˆncia ma´xima que





onde R e´ o raio da abertura [11]. Neste caso, a Eq. (2.36) so´ e´ va´lida para distaˆncias ate´
Zmax e para ρ R.
2.5 Feixes Truncados
2.5.1 Me´todo da superposic¸a˜o de feixes do tipo Bessel-Gauss
A integral de Fresnel em coordenadas cilindricas, com simetria azimutal e no regime
paraxial, e´ dada por:
























e a partir desta expressa˜o, qualquer onda monocroma´tica e axialmente sime´trica pode ser
obtida conhecendo-se o valor do campo em z = 0. A dependeˆncia temporal e−iωt sera´
omitida daqui em diante por simplicidade. Considerando o campo:
ψ(ρ′, 0) = AJ0(kρρ′)e−qρ
′2
(2.40)



















obtemos da integral de difrac¸a˜o:



























Q = q − ik0
2z
(2.43)
A Eq. (2.42) e´ conhecida como feixe de Bessel-Gauss, que e´ uma versa˜o do feixe de
Bessel apodizado por uma gaussiana. Este feixe possui como casos particulares, a onda
plana (kρ = 0 e q = 0), o feixe gaussiano (kρ = 0) e o feixe de Bessel (q = 0).
17
Figura 6: Padra˜o de intensidade de um feixe de Bessel-Gauss com λ = 632, 8 nm, ∆ρ0 = 1
mm e θ = 0, 001 rad.
Vamos considerar um me´todo proposto por Zamboni-Rached, Recami e Balma [6], que
consiste em representar o feixe truncado por uma superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss,
da forma:





























onde os coeficientes An sa˜o constantes e Qn = qn − ik0/2z. Ao truncar o feixe de Bessel-
Gauss por uma abertura circular de raio R, espera-se que em z = 0, o feixe seja da
forma:





1, ρ ≤ R
0, ρ > R
(2.46)
e considerando z = 0 na Eq. (2.44) temos:









logo o problema e´ encontrar valores de An, qn e N de modo que o somato´rio represente com
precisa˜o a func¸a˜o exp(−qρ2)circ(ρ/R), e para tal, e´ necessa´rio realizar algumas suposic¸o˜es.
Primeiramente, considerando que qn pode assumir valores complexos, temos que:
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qn = qR + iqIn (2.49)
onde qR e´ a parte real (na˜o negativa e assume o mesmo valor independente de n) e qIn e´




e que N →∞, a Eq. (2.47) torna-se:


























exp(qRr) exp(−qr), |r| ≤ R2
0, R2 ≤ |r| ≤ L/2
(2.53)


























exp(−qρ2), 0 ≤ ρ ≤ R
0, R ≤ ρ ≤√L/2




sendo que os coeficientes An continuam sendo dados pela Eq. (2.54). O termo f(ρ) e´ uma
func¸a˜o aproximadamente perio´dica, cujos valores ma´ximos sa˜o dados por exp[(qR− q)R2]
se qR > q ou 1 se qR < q. Escolhendo valores adequados de qR e L, consegue-se
exp(−qRρ2)f(ρ) ≈ 0 para ρ >
√
L/2.
Exemplo 2.1: O feixe de Bessel e´ um caso particular do feixe de Bessel-Gauss, portanto
sua versa˜o truncada pode ser obtida da Eq. (2.44) considerando q = 0. Neste caso,























e escolhendo R = 3.5 mm, qR = 6/L, L = 3R
2 e N = 23, temos bons resultados. Na
Figura 7, esta´ representado o padra˜o de intensidade dado pela Eq. (2.44) considerando
os valores acima.
Figura 7: Padra˜o de intensidade de um feixe de Bessel truncado com λ = 632, 8 nm e
θ = 0, 0041 rad.
2.6 Frozen Waves
2.6.1 Tipo 1: Superposic¸a˜o de Feixes de Bessel
Neste caso, as Frozen Waves (FWs) sa˜o ondas formadas a partir da superposic¸a˜o de
feixes de Bessel com mesma frequeˆncia mas com diferentes nu´meros de onda longitudi-
nais. Estas ondas foram primeiramente propostas e descritas por Zamboni-Rached [7] e
possuem, como caracter´ıstica principal, a possibilidade de controle longitudinal do seu
padra˜o de intensidade. Dado um intervalo 0 ≤ z ≤ L onde z e´ o eixo de propagac¸a˜o e L
pode ser muito maior que o comprimento de onda, o envelope de intensidade permanece
esta´tico, por isso o nome Frozen Wave.
Vamos partir da expressa˜o do feixe de Bessel (lembrando que e−iωt e´ omitido por
simplicidade):
ψ(ρ, z) = J0(kρρ)e
iβz (2.57)
onde:
β2 = k20 − k2ρ (2.58)
e como estamos considerando que a propagac¸a˜o se da´ no sentido positivo e que na˜o ha´
ondas evanescentes, temos que:
β ≥ 0 (2.59)
Considerando a superposic¸a˜o de 2N + 1 feixes de Bessel, com mesmos valores de ω0
mas diferentes valores de β temos:
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onde cada n, ω0, kρn e βn deve satisfazer a Eq. (2.58), e da Eq. (2.59) temos:
0 ≤ βn ≤ k0 (2.61)
Agora, considerando ρ = 0, temos de encontrar valores de An e βn de modo que
dentro do intervalo 0 ≤ z ≤ L, consigamos reproduzir aproximadamente um padra˜o de






Podemos perceber da Eq. (2.61), que se tomarmos βn = 2pin/L, teremos F (z) repre-
sentado por uma se´rie de Fourier, mas esta na˜o e´ uma boa escolha por dois motivos. O
primeiro e´ que quando n < 0, βn assume valores negativos, o que implica em um mo-
vimento no sentido negativo e o segundo e´ que no caso de L  λ, os principais termos
da se´rie correspondem a valores pequenos de βn, o que dificulta a criac¸a˜o do envelope a
grandes distaˆncias da fonte. Estes problemas podem ser solucionados, fazendo:




onde K e´ um valor que leva em conta o grau de localizac¸a˜o transversa do campo. Sendo
assim, a Eq. (2.61) pode ser reescrita como:





e esta expressa˜o determina o valor ma´ximo de n, chamado de N , quando K, L e ω0 ja
foram determinados. Temos enta˜o:







































Exemplo 2.2: Vamos considerar uma func¸a˜o F (z) dada por:
F (z) =

1, l1 ≤ z ≤ l2√
2, l2 ≤ z ≤ l3√
3, l3 ≤ z ≤ l4
0, caso contra´rio
(2.68)
onde l1 = 0, 05, dz = 0, 08, l2 = l1 + dz, l3 = l2 + dz, l4 = l3 + dz. Fazendo λ = 632, 8 nm,
o que implica em ω0 = 2.978× 1015 Hz e escolhendo L = 0.37 e K = 0.99991k0, temos da
equac¸a˜o (2.64) que N = 52, mas como e´ poss´ıvel utilizar valores menores, vamos utilizar
N = 50. Com estas informac¸o˜es podemos utilizar a Eq. (2.66) para calcular os coeficientes
An e enta˜o a Eq. (2.67) para obter a FW da Figura 8:
Figura 8: Padra˜o de intensidade da Frozen Wave.
Exemplo 2.3: Vamos considerar uma func¸a˜o F (z) dada por:
F (z) =

−4(z − l1)(z − l2)
(l2 − l1)2 , l1 ≤ z ≤ l2
1, l3 ≤ z ≤ l4
−4(z − l5)(z − l6)
(l6 − l5)2 , l5 ≤ z ≤ l6
0, caso contra´rio
(2.69)
onde l1 = L/10, l2 = 3L/10, l3 = 4L/10, l4 = 6L/10, l5 = 7L/10 e l6 = 9L/10. Utilizando
os mesmos valores de λ, L, K e N do exemplo anterior temos a FW da figura 9:
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Figura 9: Padra˜o de intensidade da Frozen Wave.
2.6.2 Tipo 2: Superposic¸a˜o de Feixes de Bessel-Gauss
No caso anterior, assim como os feixes de Bessel, as Frozen Waves tambe´m necessitam
de energia infinita para sua gerac¸a˜o, ale´m de uma periodicidade indesejada ao longo do
seu sentido de propagac¸a˜o ao considerar um meio na˜o absorvente. Uma soluc¸a˜o para
este problema e´ considerar FWs geradas pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss,
que possuem energia finita. Isto sera´ feito utilizando um me´todo proposto por Zamboni-
Rached e Mojahedi [8].






















iremos superpor feixes de mesma frequeˆncia, mas com diferentes nu´meros de onda trans-
versais conforme abaixo:



















Agora, vamos listar as 5 etapas do me´todo:
Etapa 1: Assumiremos que as Frozen Waves sa˜o da forma da Eq. (2.72).





F (z), 0 ≤ z ≤ L/2
0, L/2 ≤ z ≤ L
(2.73)






βn = K + 2pin/L (2.75)
0 ≤ K ± 2piN/L ≤ k0 (2.76)
Etapa 4: Para garantir que o feixe na˜o sofra difrac¸a˜o ao chegar em z = L/2, e tambe´m




































sendo G(z) um termo que compensa o degradamento natural dos feixes de Bessel-Gauss.
Exemplo 2.4: Considerando o Exemplo 2.2 com dz = 0, 05, L = 0, 5 e N = 70, temos os
padro˜es de intensidade das Figuras 10 e 11:
Figura 10: Repetic¸a˜o do padra˜o de intensidade da Frozen Wave formada pela superposic¸a˜o
de feixes de Bessel.
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Figura 11: Padra˜o de intensidade da Frozen Wave formada pela superposic¸a˜o de feixes
de Bessel-Gauss.
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3 Feixes Na˜o Difrativos com Energia Finita em Dois
Meios Diele´tricos
Nesta sec¸a˜o, descrevemos a propagac¸a˜o de feixes resistentes a` difrac¸a˜o com energia
finita em dois meios diele´tricos, especificamente os feixes de Bessel-Gauss e as Frozen
Waves, obtidas por um me´todo similar ao da subsec¸a˜o (2.6.2).
3.1 O Problema
Foi mostrado na subsec¸a˜o (2.4.1) que qualquer soluc¸a˜o da equac¸a˜o de onda em coor-
denadas cil´ındricas, com simetria azimutal, no va´cuo e livre de cargas e correntes, pode
ser obtida atrave´s de uma superposic¸a˜o de feixes de Bessel. Logo, considerando como










onde S(k′ρ) e´ a func¸a˜o espectral do feixe desejado. Considerando enta˜o dois meios diele´tricos
com ı´ndices de refrac¸a˜o n1 e n2 respectivamente, na˜o absorventes e separados por uma in-
terface plana, os feixes refletidos e transmitidos podem ser obtidos atrave´s da superposic¸a˜o






















k21 − k′2ρ e k1 = n1k0 (3.4)
β2 =
√
k22 − k′2ρ e k2 = n2k0 (3.5)
e Γ e T sa˜o os coeficientes de reflexa˜o e transmissa˜o respectivamente. O problema enta˜o,
e´ encontrar a func¸a˜o espectral do feixe de Bessel-Gauss e obter os coeficientes de reflexa˜o
e transmissa˜o.
3.2 Func¸a˜o Espectral do Feixe de Bessel-Gauss











que e´ uma transformada de Hankel (Fourier-Bessel). Sabendo que no caso paraxial o feixe
de Bessel-Gauss tem a forma AJ0(kρρ)e
































e´ a func¸a˜o espectral do feixe de Bessel-Gauss, no caso paraxial.
3.3 Coeficientes de Reflexa˜o e Transmissa˜o
Sabendo que a componente tangencial do campo ele´trico e´ cont´ınua na interface que
separa dois meios diele´tricos, temos as seguintes condic¸o˜es de contorno:
ψi(ρ, z)|z=d1 + ψr(ρ, z)|z=d1 = ψt(ρ, z)|z=d1 (3.9)
∂
∂z




onde z = d1 e´ a localizac¸a˜o da interface. Considerando que ψ
i(ρ, z), ψr(ρ, z) e ψt(ρ, z)
sa˜o feixes de Bessel (incidente, refletido e transmitido respectivamente), de acordo com
[9] temos:
ψiB(ρ, z) = AJ0(kρρ)e
iβ1z (3.11)
ψrB(ρ, z) = AΓJ0(kρρ)e
−iβ1z (3.12)
ψtB(ρ, z) = ATJ0(kρρ)e
iβ2z (3.13)
o que leva ao seguinte sistema de equac¸o˜es:
eiβ1d1 + Γe−iβ1d1 = Teiβ2d1 (3.14)
β1[e
iβ1d1 − Γe−iβ1d1 ] = β2Teiβ2d1 (3.15)











que sa˜o os coeficientes de reflexa˜o e transmissa˜o respectivamente.
3.4 Feixe de Bessel-Gauss Refletido e Transmitido
Primeiramente, estamos interessados apenas em ondas propagantes, ou seja, iremos
considerar apenas valores de kρ ≤ k para que na˜o haja ondas evanescentes. Tendo isto
em considerac¸a˜o, levando a func¸a˜o espectral dada pela Eq. (3.8), o coeficiente de reflexa˜o
dado pela Eq. (3.16) e o coeficiente de transmissa˜o dado pela Eq. (3.17) nas Eqs. (3.2) e
















































que sa˜o expresso˜es que na˜o possuem (ate´ onde sabemos) soluc¸a˜o anal´ıtica. Para resolver
este problema, vamos considerar o caso paraxial, o que permite a seguinte aproximac¸a˜o:
βi ≈ ki −
k′2ρ
2ki
e (i = 0, 1, 2, ...) (3.20)








(k1 − k′2ρ /2k1)− (k2 − k′2ρ /2k2)

































2(k1 − k′2ρ /2k1)





























onde o limite da integrac¸a˜o pode ser estendido para ∞, ja´ que no caso paraxial, a contri-












podemos realizar as aproximac¸o˜es:
(k1 − k′2ρ /2k1)− (k2 − k′2ρ /2k2)
(k1 − k′2ρ /2k1) + (k2 − k′2ρ /2k2)













2(k1 − k′2ρ /2k1)








































































































A primeira integral, envolvendo x, pode ser resolvida a partir da Eq. (2.41), enquanto





















































Portanto, as expresso˜es dos feixes de Bessel-Gauss refletido e transmitido, no caso




































































































mas como a contribuic¸a˜o do segundo termo da soma entre os colchetes e´ insignificante













































































































Figura 12: Padra˜o de intensidade do feixe de Bessel-Gauss transmitido no caso em que
n1 = 1 e n2 = 1, 5. A aparente descontinuidade entre os campos dos meios 1 e 2 na
interface deve-se ao fato de que quando n1 < n2, existe um ma´ximo de intensidade do
campo do meio 1 ligeiramente deslocado a` esquerda da interface, e apo´s este ma´ximo, a
intensidade do mesmo decai ate´ um determinado valor que coincide com o valor do campo
do meio 2 na interface.
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Figura 13: Padra˜o de intensidade do feixe de Bessel-Gauss transmitido no caso em que
n1 = 1, 5 e n2 = 1. Quando n1 > n2, a continuidade dos campos fica evidente, pois na
interface, existe um ma´ximo de intensidade do campo do meio 1 cujo valor coincide com
o do campo do meio 2.
3.5 Frozen Wave Refletida e Transmitida
Utilizando o me´todo da superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss descrito na subsec¸a˜o
(2.6.2), temos para as Frozen Waves refletida e transmitida:




















































Exemplo 3.1: Vamos considerar a func¸a˜o F (z) dada por (2.68) com dz = 0, 05. Utilizando
os seguintes valores: λ = 632, 8 nm, n1 = 1, n2 = 1, 2, d1 = 1 cm L = 50 cm, K =
0, 99990k1 e N = 70, temos a FW mostrada nas Figuras 14, 15 e 16.
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Figura 14: Padra˜o de intensidade da Frozen Wave transmitida.
Figura 15: Em preto temos o padra˜o de intensidade desejado |F (z)|2, em vermelho o
padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel e
em azul, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes
de Bessel-Gauss.
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Figura 16: Em vermelho, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela super-
posic¸a˜o de feixes de Bessel e em azul, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada
pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss.
3.6 Me´todo da Compensac¸a˜o
Como podemos observar na Figura 15, o padra˜o de intensidade da FW transmitida
ao meio 2 na˜o corresponde ao padra˜o de intensidade |F (z)|2 escolhido. Para resolver
este problema, precisamos saber qual deve ser o formato do campo no meio 1 que ao ser
transmitido ao meio 2, tenha o padra˜o de intensidade desejado, e para tal, iremos usar um
me´todo de compensac¸a˜o semelhante ao utilizado para o caso de Frozen Waves constru´ıdas
a partir de feixes de Bessel, descrito em [9].
Etapa 1: O feixe incidente deve ser constru´ıdo como se o feixe transmitido tivesse sido
originado no meio 2, isto e´, K, βn, kρn, q e G(z) sera˜o calculados desta forma.






















onde D = d1[(n2/n1) − 1] e´ o termo responsa´vel pelo deslocamento da FW. Logo, para















Etapa 3: Para corrigir a amplitude, os coeficientes An devem ser substitu´ıdos por coefici-












Portanto, a expressa˜o do feixe incidente e´ dada por:
























Figura 17: Em preto temos o padra˜o de intensidade desejado |F (z)|2, em vermelho o
padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel
(com compensac¸a˜o) e em azul, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela
superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss(com compensac¸a˜o).
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4 Feixes Na˜o Difrativos com Energia Finita em Meios
Diele´tricos Estratificados
Nesta sec¸a˜o iremos abordar o problema de uma Frozen Wave que atravessa um meio
diele´trico estratificado. Primeiramente discutiremos o Me´todo das Matrizes de Trans-
fereˆncia, que pode ser encontrado para o caso de ondas planas em [12,16,17] e adaptado
para feixes de Bessel em [10]. Depois, o caso particular de um meio diele´trico estratificado
perio´dico e por fim, o caso geral de um meio diele´trico estratificado arbitra´rio.
4.1 Me´todo das Matrizes de Transfereˆncia
Vamos considerar um feixe de Bessel que incide normalmente em um arranjo de meios
diele´tricos e na˜o absorventes, separados por interfaces planas, conforme a figura 18:
Figura 18: Arranjo de meios diele´tricos
Desta forma, o campo total (ψInc + ψRef) a` esquerda do arranjo e´ dado por:
ψL(ρ, z) = AJ0(kρρ)e
iβ1z + AΓ1J0(kρρ)e
−iβ1z (4.1)
e o campo total (ψTrans) a` direita do arranjo e´ dado por:
ψR(ρ, z) = ATJJ0(kρρ)e
iβ1z (4.2)
O me´todo consiste em relacionar ψL(ρ, z) e ψR(ρ, z) atrave´s de uma matriz de trans-










onde ψ′R(ρ, dJ) e ψ
′
L(ρ, d1) sa˜o as derivadas de ψR(ρ, z) e ψL(ρ, z) em relac¸a˜o a` z = dJ e
z = d1 respectivamente e:

















onde hj e´ a espessura de cada meio. Substituindo as Eqs. (4.1) e (4.2) na Eq. (4.3)
obtemos:
Γ1 =
(β21m12 +m21) + iβ1(m22 −m11)








que sa˜o os coeficientes de reflexa˜o (na interface 1) e transmissa˜o (na interface J) respec-
tivamente.
4.2 Caso Particular: Meios Diele´tricos Estratificados Perio´dicos
Vamos considerar um meio diele´trico estratificado e perio´dico conforme a Figura 19:
Figura 19: P arranjos de 2 filmes diele´tricos































sin(β3h3) sin(β2h2) + cos(β3h3) cos(β2h2) (4.12)
e no caso de filmes com mesma espessura o´tica, geralmente de um quarto de comprimento
de onda, ou seja:




temos (no caso paraxial) que:






















Substituindo os termos da matriz dada pela Eq. (4.16) no coeficiente de transmissa˜o











































e portanto, para a respectiva Frozen Wave:





















µR = 1 +




Exemplo 4.1: Utilizando a func¸a˜o F (z) dada por (2.68) e os valores λ = 632, 8 nm, n1 = 1,
n2 = 1, 2, n3 = 1, 4, P = 8, d1 = 1 cm, L = 50 cm, K = 0, 99990k1 e N = 70, temos a
FW mostrada na Figura 20.
Figura 20: Em preto temos o padra˜o de intensidade desejado |F (z)|2, em vermelho o
padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel e
em azul, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes
de Bessel-Gauss.
Como podemos observar na Figura 20, o padra˜o de intensidade da FW ao atravessar
o meio na˜o corresponde ao desejado, logo iremos adotar um me´todo de compensac¸a˜o se-
melhante ao da sec¸a˜o (3.6).
Etapa 1: Para corrigir o deslocamento (impercept´ıvel para valores de d1 ≈ dJ), calculamos















onde D = d1 − dJ .














Figura 21: Em preto temos o padra˜o de intensidade desejado |F (z)|2, em vermelho o
padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel
(com compensac¸a˜o) e em azul, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela
superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss (com compensac¸a˜o).
4.3 Caso Geral: Meios Diele´tricos Estratificados Arbitra´rios
Vamos considerar um meio diele´trico estratificado como o da Figura 18. Neste caso,














































e portanto, para a respectiva Frozen Wave:
ψtFW (ρ, z) =
2ik1e
ik1(z+d1−dJ )




















Exemplo 4.2: Vamos considerar oito meios com ı´ndices de refrac¸a˜o n1 = 1, 00, n2 = 1, 13,
n3 = 1, 58, n4 = 1, 18, n5 = 1, 50, n6 = 1, 20, n7 = 1, 73 e n8 = 1, 60. As larguras
dos meios que formam o arranjo sa˜o h2 = 2 cm, h3 = 2 cm, h4 = 1 cm, h5 = 2 cm,
h6 = 0, 5 cm, h7 = 0, 5 cm e h8 = 1 cm. Utilizando a F (z) dada por (2.68) e os valores
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λ = 632, 8 nm, d1 = 1 cm, L = 60 cm, K = 0, 99990k1 e N = 70, temos a FW mostrada
na Figura 22.
Figura 22: Em preto temos o padra˜o de intensidade desejado |F (z)|2, em vermelho o
padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel e
em azul, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes
de Bessel-Gauss.
Como podemos observar na Figura 22, o padra˜o de intensidade da FW ao atravessar
o meio na˜o corresponde ao desejado, logo iremos adotar um me´todo de compensac¸a˜o se-
melhante ao da sec¸a˜o anterior.
Etapa 1: Para corrigir o deslocamento, calculamos An conforme a equac¸a˜o (4.21).














Figura 23: Em preto temos o padra˜o de intensidade desejado |F (z)|2, em vermelho o
padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela superposic¸a˜o de feixes de Bessel
(com compensac¸a˜o) e em azul, o padra˜o de intensidade da FW transmitida gerada pela
superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss (com compensac¸a˜o).
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5 Concluso˜es
Neste trabalho, descrevemos a reflexa˜o e transmissa˜o de um feixe de Bessel-Gauss
normalmente incidente sobre uma interface plana que separa dois meios diele´tricos na˜o
absorventes e usamos os resultados para desenvolver um me´todo onde o campo incidente
e´ constru´ıdo como uma superposic¸a˜o de feixes de Bessel-Gauss de tal maneira, que o feixe
transmitido ale´m de ser resistente aos efeitos da difrac¸a˜o, pode ter seu padra˜o de inten-
sidade longitudinal escolhido arbitrariamente. Em seguida, estendemos essa abordagem
para o caso de meios estratificados, ou seja, mostramos como obter feixes resistentes a`
difrac¸a˜o cujo padra˜o de intensidade pode ser modelado arbitrariamente mesmo apo´s atra-
vessar uma estrutura diele´trica estratificada. Nossos resultados podem ser aplicados em
medidas o´ticas, sensoriamento remoto, procedimentos me´dicos e militares, etc..
Um artigo reportando os resultados deste trabalho foi submetido ao Journal of the Optical
Society of America A. O mesmo encontra-se em anexo na pa´gina 43.
42
Refereˆncias
[1] H. M. Nussenzveig, Curso de F´ısica Ba´sica, Vol.2, 4ªEd, Edgard Blucher, 2002.
[2] H. M. Nussenzveig, Curso de F´ısica Ba´sica, Vol.3, 4ªEd, Edgard Blucher, 2002.
[3] H. M. Nussenzveig, Curso de F´ısica Ba´sica, Vol.4, 4ªEd, Edgard Blucher, 2002.
[4] H. Figueroa, M. Zamboni-Rached e E. Recami, Localized Waves, Wiley, 2008.
[5] J. Goodman, Introduction to Fourier Optics, McGraw-Hill, 2ª Ed, (1996).
[6] M. Zamboni-Rached, E. Recami e M. Balma, ”Simple and effective method for the
analytic description of important optical beams when truncated by finite apertures”, Apl-
lied Optics, Vol. 51, No. 16, 2012.
[7] M. Zamboni-Rached, ”Stationary optical wave fields with arbitrary longitudinal shape
by superposing equal frequency Bessel beams: Frozen Waves”, Optics Express, Vol. 12,
No. 17, 2004.
[8] M. Zamboni-Rached e M. Mojahedi, ”Shaping finite-energy diffraction-and attenuation-
resistant beams through Bessel-Gauss–beam superposition”, Physical Review A, 92, 2015.
[9] G. Rodrigues, Dissertac¸a˜o de Mestrado: Estudo da Propagac¸a˜o de Feixes Na˜o Difra-
tivos Tipo Frozen Waves Atrave´s de Meios Diele´tricos Estratificados, Unicamp, 2016.
[10] G. A. Lourenc¸o-Vittorino and M. Zamboni-Rached, ”Modeling the longitudinal in-
tensity pattern of diffraction resistant beams in stratified media”, Applied Optics, Vol.
57, No. 20, 2018.
[11] J. Durnin, ”Exact solutions for nondiffracting beams. I. The scalar theory,”Journal
of the Optical Society of America A, Vol. 4, 1987.
[12] M. Born e E. Wolf, Principles of Optics, Cambridge University Press, 1999.
[13] J. A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.
[14] I. S. Gradshteyn e I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products, Elsevier,
2007.
[15] H. Figueroa, M. Zamboni-Rached e E. Recami, Non-Diffracting Waves, Wiley, 2014.
[16] J. Lekner, ”Light in periodically stratified media”, Journal of the Optical Society of
America A, Vol. 11, No. 11, 1994.
[17] L. Carretero, M. Perez-Molina, P. Acebal, S. Blaya, A. Fimia, ”Matrix method for
the study of wave propagation in one-dimensional general media”, Optics Express, Vol.
14, No. 23, 2006.
Transmission of
Spatial-Shaped-Diffraction-Resistant-Beams
Through Stratified Dielectric Media: Finite
Energy Formulation
JOÃO QUAGLIO,1,* AND MICHEL ZAMBONI-RACHED,1
1Department of Communications, Faculty of Electrical and Computer Engineering, State University of
Campinas, Campinas, SP, Brazil.
*joaoquaglio@terra.com.br
Abstract: In this paper, after describing the reflection and transmission of a normally incident
Bessel-Gauss beam upon a flat and non-absorbing dielectric interface, we develop a method
based on Bessel-Gauss beams superposition, capable of providing diffraction resistant beams
whose longitudinal intensity pattern can be modelled on demand even after crossing an arbitrary
stratified dielectric structure.
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1. Introduction
Non-Diffracting Waves (NDWs) or Localized Waves (LWs) are a class of solutions to the wave
equation (and also Maxwell equations) which can resist the diffraction effects for long distances.
One of the most popular LWs is the Bessel beam, which is formed by a superposition of plane
waves whose wave vectors are on the surface of a cone characterized by an angle θ known as
axicon angle or cone angle [1]. Since an ideal Bessel beam possesses infinite power flux, it can
not be generated experimentally, however, the Bessel-Gauss beam, which is its gaussian apodized
version, possesses finite power flux. These Bessel-Gauss beams can be used for many theoretical
and pratical applications, such as to describe analytically truncated beams [2], to provide a finite
power flux version of the Frozen Waves [3], for optical fiber sensing [4,5], etc..
By writing the Bessel-Gauss beam as a superposition of Bessel beams, we obtain the solution
describing the reflected and transmitted field related to the case of a normally incident Bessel-
Gauss beam on a flat and non-absorbing dielectric interface. In the sequence, we develop a
method, based on Bessel-Gauss beams superposition, capable of providing diffraction resistant
beams whose longitudinal intensity pattern can be modelled on demand after crossing an arbitrary
stratified dielectric structure.
The method here presented can be considered as a generalization of the finite energy Frozen
Wave (FW) method [3], which was originally developed for a single homogeneous medium.
Actually, the ideal FW method [6,8], that is, the one based on the superposition of ideal Bessel
beams, has been also extended for the case where the beam crosses a stratified structure [10], but
the resulting beam turns out to possess an infinite power flux (consequence of the use of a discrete
superposition of ideal Bessel beams). Our method overcome this issue, since our resulting beam
is made from a discrete superposition of Bessel-Gauss beams, which possess finite power flux.
As FWs generated by ideal Bessel beams superposition [10] are given by equations that are exact
solutions, all FWs generated by Bessel-Gauss beams superposition (our method) were compared
to them, that is, we constructed the same FWs using both methods to validate our results.
Our results can find applications on noninvasive optical measurements, remote sensing, medical





Considering a homogeneousmedium, let thewavefield bewritten as∗Ψ(ρ, φ, z, t) = exp(−iωt)ψ(ρ, φ, z),
with k = nω/c, n being the refractive index at the angular frequency ω. In this case, ψ must
obey the Helmholtz equation:
∇2ψ(ρ, φ, z) + n2k20ψ(ρ, φ, z) = 0 (1)
where k0 = ω/c is the wave number in vacuum.
Considering the case of azimuthal symmetry and forward propagation in a j-indexed medium,











where k j = nj k0 and nj , k ′ρ and βj are the refractive index, the transverse and the longitudinal wave
numbers respectively. The term S(k ′ρ) is a spectral function that we assume to be concentrated
around k ′ρ = 0.
Assuming two non-absorbent dielectric media, separated by a flat interface, with refractive
indexes n1 and n2, it is known from [7] that under normal incidence, the incident, reflected and




k ′ρJ0(k ′ρρ) exp(iβ1z)S(k ′ρ)dk ′ρ (4)
ψr (ρ, z) =
∫ ∞
0
Γk ′ρJ0(k ′ρρ) exp(−iβ1z)S(k ′ρ)dk ′ρ (5)
ψt (ρ, z) =
∫ ∞
0
Tk ′ρJ0(k ′ρρ) exp(iβ2z)S(k ′ρ)dk ′ρ (6)
where Γ and T are the reflection and transmission coefficients respectively. Considering the










3. Reflected and Transmitted Wave Fields to the Case of a Normally Incident
Bessel-Gauss Beam















∗Here, Ψ(ρ, φ, z, t) can represent the transverse component of an electric wave field, E(r, t), linearly polarized.
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where q = 1/∆ρ2g is a parameter that controls the initial gaussian apodization width ∆ρg, and the
beam spot radius is given by r0 ≈ 2.4/kρ. The beam given by Eq. (9) can be obtained from Eq.











































× exp(−k ′2ρ /4q) exp[iβ2(z − d) + iβ1d]k ′ρdk ′ρ
(13)
which are integrals without (as far as we know) exact, closed form analytical solutions. As we
are considering the paraxial regime, we can make the following approximations, based on Taylor
series expansions, given by Eqs. (14), (15) and (16):






≈ n1 − n2
n2 + n1
+















then Eqs. (12) and (13) become:
ψrBG(ρ, z) ≈

















k ′3ρ exp(−αr k ′2ρ )J0(k ′ρρ)J0(ξk ′ρ)dk ′ρ
] (17)
ψtBG(ρ, z) ≈














































Solving Eqs. (17) and (18), we have:
ψrBG(ρ, z) ≈

































































































which are the reflected and transmitted wave fields to the case of a normally incident Bessel-Gauss
beam given by Eq. (9). But, it happens that both second terms from the sums inside the braces in
Eqs. (22) and (23) are very small compared to both first terms from those sums, allowing us to






















































In Figs. (1) and (2), are represented the Bessel-Gauss beam field intensities when n1 < n2 and
n1 > n2 respectively. For 0 ≤ z ≤ 1m, the total field is given by ψiBG + ψrBG , and for z > 1m, by
ψt
BG
. We chose λ = 632,8 nm, ∆ρg = 1 mm and θ = 0,06 degrees (wich implies r0 ≈ 0,23 mm).
In Fig. (1), the apparent discontinuity between the fields from media 1 and 2 on the interface,
is due to a intensity maximum of the field from medium 1, which is slightly left-shifted from
the interface. After this maximum, the field intensity decays to a value that coincides with the
value of the field from medium 2 on the interface. In Fig. (2), the continuity between the fields is
evident, because in the interface, there is a intensity maximum of the field from medium 1 whose
value coincides with the one of the field from medium 2.
Fig. 1. Bessel-Gauss beam field intensity when n1 < n2
Fig. 2. Bessel-Gauss beam field intensity when n1 > n2
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4. Trying to Shape the Transmitted Wave Field
Frozen Waves are LWs whose the main feature is the possibility of controlling their longitudinal
intensity pattern. They were first proposed and described in [6], through the superposition of
ideal Bessel beams. As well as the Bessel beams from which they are constructed, these Frozen
Waves possesses infinite power flux. This issue was solved in [3], where Frozen Waves with finite
power flux were constructed (on a single homogeneous medium) through the superposition of
Bessel-Gauss beams.
We can try to apply that method here, without any modification, by writing the incident field as




























q = 2k1/Lkρ0 , (31)
0 ≤ Q ± 2pi
L






















Here, Q is a positive constant related to the beam transverse dimensions, Eq. (32) provides
the maximum value of N , F(z) is an arbitrary function that we choose to shape the longitudinal
intensity pattern as |F(z)|2, G(z) is a function that helps to compensate the natural intensity
degradation of the Bessel-Gauss beams and µi is given by Eq. (10).
This approach would work here if we had just a single material medium (the first medium),
but this is not the case. If we think that the field to be spatially shaped has to occur for z > d,
then we must remember that such region is occupied by the second material medium and, in this
case, the field there, i.e., the transmitted field related to the incident beam given by Eq.(28), will
be given by

























Due to the changes in the amplitudes and in the longitudinal wave numbers of each Bessel-
Gauss beam transmitted to the second medium, it is natural to expect that the resulting field there
will not acquire the desired spatial shape. We will confirm this with the following example.
48
Example: Let us assume that the desired beam’s longitudinal intensity pattern, |F(z)|2, in the
region z > d is of the ladder type, with
F(z) =

1 , l1 ≤ z ≤ l2√
2 , l2 ≤ z ≤ l3√
3 , l3 ≤ z ≤ l4
(36)
where l1 = 5cm, l2 = 10cm, l3 = 15cm and l4 = 20cm. The beam wavelength is chosen to be
λ = 632, 8nm and the media, with refractive indexes n1 = 1, 0 and n2 = 1, 2 are separated by an
interface located at d = 1cm. We also chose Q = 0, 9962k1, L = 50cm and N = 70. In Figs. (3)
and (4), the transmitted Frozen Wave field intensity.
Fig. 3. Transmitted Frozen Wave field intensity.
Fig. 4. The black line represents the desired field intensity |F(z)|2, the red dots represents the
field intensity of a transmitted Frozen Wave constructed through Bessel beams superposition
and the blue line represents the field intensity of a transmitted Frozen Wave constructed
through Bessel-Gauss beams superposition.
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As we can see, the resulting field results to be different from the desired one. And such
difference can be much more acentuated in cases where there are greater differences between the
indexes of refraction or in cases where there are more than two media (stratified medium).
5. The Compensation Method
Since Frozen Waves constructed either by Bessel beams or Bessel-Gauss beams are fundamentally
formed by plane waves travelling in different directions, once n1 , n2, its wave vectors will suffer
changes in its directions when transmitted, resulting in the undesired field shape seen on Fig. (4).
This problem can be solved in three steps.
Step 1: The incident field must be constructed as if the transmitted field was originated in the
second medium, that is, Q, βn, kρn, q and G(z) will be calculated in this way.














where D = d[(n2/n1) − 1].










In resume, constructing the incident FW as if the transmitted FW had its origin in the second
medium (Step 1) and using A′n instead of An (Steps 2 and 3), we ensure that the transmitted FW
shape matches the desired shape |F(z)|2 as we can see in Fig (5).
Fig. 5. The black line represents the desired field intensity |F(z)|2, the red dots represents the
field intensity of a transmitted Frozen Wave constructed through Bessel beams superposition
(with compensation) and the blue line represents the field intensity of a transmitted Frozen
Wave constructed through Bessel-Gauss beams superposition (with compensation).
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6. The Transfer Matrix Method
At this point, we are extending the problem to dielectric stratified media. This method can be
found for plane waves in [9] and adapted for Bessel beams in [10]. In the case of a Bessel beam,
normally incident on a stratified medium as shown below:
Fig. 6. Dielectric Array
the total field (ΨInc + ΨRef) on the left side of the array is given by:
ψL(ρ, z) = AJ0(kρρ) exp(iβ1z) + AΓ1J0(kρρ) exp(−iβ1z) (40)
and the total field (ΨTrans) on the right side of the array is given by:
ψR(ρ, z) = ATJ J0(kρρ) exp(iβ1z) (41)
where Γ1 and TJ are the reflection and transmission coefficients associated to the interfaces
located at z = d1 and z = dJ respectively. The method consists in relate ψL(ρ, z) and ψR(ρ, z)
through a transfer-matrix M according to the equation below:
ψR(ρ, dJ )






where ψ ′R(ρ, dJ ) and ψ ′L(ρ, d1) are the derivatives of ψR(ρ, z) and ψL(ρ, z) with respect to z,
evaluated at z = dJ and z = d1 respectively, and:





where for each j-indexed layer we have:
Mj =

cos(βjh j) 1β j sin(βjh j)
−βj sin(βjh j) cos(βjh j)
 (44)
with h j as the width of each layer. Substituting Eqs. (40) and (41) on Eq. (42), we obtain:
Γ1 =
(β21m12 + m21) + iβ1(m22 − m11)








which are respectively, the reflection and transmission coefficients, that are used to obtain, in the
case of a normally incident Bessel-Gauss beam, the reflected and transmitted fields, through the
superposition of Bessel beams, given by Eqs. (5) and (6), and consequently, the respective FWs.
7. Periodic Stratified Media
Considering a periodic stratified medium as represented below:
Fig. 7. Periodic Dielectric Array

















cos(β3h3) sin(β2h2) + 1
β3
sin(β3h3) cos(β2h2) (49)
m21 = −β3 sin(β3h3) cos(β2h2) − β2 cos(β3h3)β2 sin(β2h2) (50)
m22 = − β3
β2
sin(β3h3) sin(β2h2) + cos(β3h3) cos(β2h2) (51)
Considering layers with the same optical thickness (usually λ/4), that is:




we have (for paraxial cases):



















Associating Eqs. (6), (11), (46) and (55) through a similar procedure as in Section 3, we obtain












[−ik2ρ(z + d1 − dJ )
2k1µR
] (56)
and therefore for the respective Frozen Wave:


















µR = 1 + [i2q(z + d1 − dJ )/k1] (58)
Example: Let us choose F(z) given by Eq. (36) where l1 = 5cm, l2 = 10cm, l3 = 15cm
and l4 = 20cm. The beam chosen wavelenght is λ = 632, 8nm and the refractive indexes are
n1 = 1, 0, n2 = 1, 2 and n3 = 1, 4. The first and last interfaces are located at d1 = 1cm and
dJ = P(h2 + h3)cm. We also chose Q = 0, 9962k1, L = 50cm, N = 70 and P = 8. In Fig. (8),
the transmitted Frozen Wave field intensity.
Fig. 8. The black line represents the desired field intensity |F(z)|2, the red dots represents the
field intensity of the transmittedFrozenWave constructed throughBessel beams superposition
and the blue line represents the field intensity of the transmitted Frozen Wave constructed
through Bessel-Gauss beams superposition.
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As we can see, the transmitted field intensity does not correspond to the desired one, so we
will use a compensation method similar to the one from Section 5 to solve this problem.
Step 1: To correct the displacement, we calculate An from Eq. (37), where D = d1 − dJ .






TJ ≈ −2(n3/n2)P + (n2/n3)P
exp(ik1d1)
exp(ik1dJ ) (60)
Fig. 9. The black line represents the desired field intensity |F(z)|2, the red dots represents
the transmitted Frozen Wave field intensity constructed through Bessel beams superposition
(with compensation) and the blue line represents the transmitted Frozen Wave field intensity
constructed through Bessel-Gauss beams superposition (with compensation).
8. Arbitrary Stratified Media
Considering an arbitrary stratified medium like the one from Fig.(6), and associating Eqs. (6),













[−ik2ρ(z + d1 − dJ )
2k1µR
] (61)
and therefore for the respective Frozen Wave:
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ψtFW (ρ, z) ≈
2ik1eik1(z+d1−dJ )












[−ik2ρn(z + d1 − dJ )
2k1µR
] (62)
where µR is given by Eq. (58).
Example: Let us choose eight media, with F(z) given by Eq. (36) where l1 = 11cm, l2 = 16cm,
l3 = 21cm and l4 = 26cm. The beam chosen wavelenght is λ = 632, 8nm and the refractive
indexes are n1 = 1, 00, n2 = 1, 13, n3 = 1, 58, n4 = 1, 18, n5 = 1, 50, n6 = 1, 20, n7 = 1, 73 and
n8 = 1, 60 with respective widths h2 = 2cm, h3 = 2cm, h4 = 1cm, h5 = 2cm, h6 = 0, 5cm,
h7 = 0, 5cm e h8 = 1cm. The first and last interfaces are located at d1 = 1cm and dJ = 10cm.
We also chose Q = 0, 9848k1, L = 60cm and N = 70. In Fig. (10), the transmitted Frozen Wave
field intensity.
Fig. 10. The black line represents the desired field intensity |F(z)|2, the red dots represents
the transmitted Frozen Wave field intensity constructed through Bessel beams superposition
and the blue line represents the transmitted Frozen Wave field intensity constructed through
Bessel-Gauss beams superposition.
As the transmitted field intensity does not correspond to the desired one, we will use a
compensation method similar to the one from Section 5 to solve the problem.
Step 1: To correct the displacement, we calculate An from Eq. (37), where D = d1 − dJ .










Fig. 11. The black line represents the desired field intensity |F(z)|2, the red dots represents
the transmitted Frozen Wave field intensity constructed through Bessel beams superposition
(with compensation) and the blue line represents the transmitted Frozen Wave field intensity
constructed through Bessel-Gauss beams superposition (with compensation).
9. Conclusions
In this paper we describe the reflection and transmission of a normally incident Bessel-Gauss
beam upon a flat and non-absorbing dielectric interface and use such result to develop a method
where the incident field is written as a suitable superposition of Bessel-Gauss beams in such
way that the transmitted beam, besides presenting resistant to the diffraction effects, can have its
longitudinal intensity pattern shaped on demand. In the sequence, we extended such approach to
the case of stratified media, i.e., we show how to get diffraction resistant beams whose longitudi-
nal intensity pattern can be modelled on demand even after crossing a stratified dielectric structure.
This work was supported by CAPES (Brazil).
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A2 - Programas do Matlab
Feixe Gaussiano








9 zdiff =2*pi*sqrt (3)*drho0 ^2/ lambda;
10
11 % Valores de z e rho
12 z=linspace (0,3*zdiff ,500);




17 % Feixe Gaussiano











































12 % Valores de z e rho















































14 % Valores de z e rho
15 z=linspace (0,3.*zdiff ,500);




20 % Feixe de Bessel -Gauss
21 Q=q-((1i.*k0)./(2.*z));
22 A=(-1i.*k0)./(2.*Q.*z);
23 B=exp(1i.*k0.*(z+((rho .^2) ./2.*z)));
24 C=besselj (0,((1i.*k0.*krho.*rho)./(2.*z.*Q)));





























Feixe de Bessel Truncado
1 % Variaveis Simbolicas

















19 % Coeficientes An
20 F1=exp(qr*r);
21 F12=F1*exp(-2*pi*1i*m*r/L);



















39 ./(qr -1i.*2.*pi.*(p-N-1)./L-1i.*k0./(2*z)).* besselj (0,1i.*
...
40 krho.*k0.*rho ./(2.*z.*(qr -1i.*2.*pi.*(p-N-1)./L-1i.*k0./(2
...
41 *z)))).*exp ( -1./(4.*(qr -1i.*2.*pi.*(p-N-1)./L-1i.*k0./(2*
...








































































34 aux2 =1+ aux1 +1/2* aux1 ^2+1/6* aux1 ^3+1/24* aux1 ^4+1/120* aux1 ^5;
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75 krho(p)=k0*sqrt (2)*sqrt(1-( beta_n(p)/k0));
76
77 psi=exp(1i.*k0.*z).*(exp(-q.*rho .^2./mu)./mu).*sum(A(p) ...




































1 function [X,Y]=malha(xmin ,xmax ,nx,ymin ,ymax ,ny)
2
3
4 x=linspace(xmin ,xmax ,nx);
5 y=linspace(ymin ,ymax ,ny)';
6
7 X = x(ones(size(y)) ,:);
8 Y = y(:,ones(size(x)));
